PROSTOTA C:(F,)

ABSTRAKT. Omawiamy dowdd prostoty zredukowanej C*-algebry grupowej grupy wolnej
o dwoch generatorach z pracy Robert T. Powers: Simplicity of the C*-algebra associated
with the free group on two generators. Duke Math. J. 42 (1975), 151-156.

1. GRUPA WOLNA O DWOCH GENERATORACH I ALGEBRA C} (Fs)

Generatory grupy wolnej bedziemy oznaczac literami a i b. elementami Fy sa stowa,
tj. wyrazenia postaci

(1.1) a™ o™ a™p"m? - a ™
gdzier e N={1,2,...}ing,...,n.,my,...,m, € Z oraz stowo puste, ktore bedziemy oz-
nacza¢ symbolem e. Powiemy, ze stowo (1.1) jest w postaci zredukowanej, jesli ng, ..., n, #

Oiml,...,mr_l 7£O
Niech 5 = l5(F2) i rozwazmy lewq reqularng reprezentacje A : Fo — B(J2)
(M) (s) =w(ts), e, tsel,.
Jest to oczywiscie reprezentacja unitarna. Odwzorowanie A rozszerza sie do *-reprezentacji
algebry grupowej grupy Fs:
CFa] 3 ) aiti — Y aiA(t:) € B(A).

Symbolem C!(FFy) oznaczamy domkniecie obrazu tej reprezentacji, tj. C*-algebre opera-
toréw na 7 generowana przez

(1.2) {A(®) |t € Fa}.
Definiujemy stan 7 na C!(FF3) ktadac

7(x) = (0| o) , x € Cr(IFy).
Stwierdzenie. Stan 7 jest sladowy i wierny.

Dowoad. Latwo sie przekonaé, ze dla operatora x bedacego kombinacja liniowa elementow
uktadu (1.2) (tj. x € AN(C[Fq])) wartos¢ 7(x) jest rowna wspolczynnikowi przy A(e) = 1.
Stad jesli

i=1 j=1
gdzie
S:{(z’,j)‘tisj:e}, S’:{(j,z')‘sjti:e}.
Oczywiscie (i,7) € S wtedy i tylko wtedy, gdy (j,7) € ', a wiec

(1.3) 7(7y) - 7(yz).
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Stan T jest ciaglym odwzorowaniem C;(Fy) — C, a zbior A(C[F2]) jest gesty w C;(F2) i
mnozenie jest operacja ciagla. Stad otrzymujemy (1.3) dla wszystkich x,y € C(Fy).
Przejd7my teraz do dowodu wiernosci 7. Niech x € C;(F,) spetnia 7(2*z) = 0. Wowczas
z nier6wnosci Schwarza dla 7 otrzymujemy
|7( " wye)| = | (i @) = |7 ((goye™) 2) | < 7((yoye") (yye")) 7(2"2) = 0,
a wiec

(y10¢|23y20.) = 0, 1,92 € Ci(Fa),
a poniewaz zbior {y(Se ‘ y € Cj(Fg)} jest gesty w 7, otrzymujemy x = 0. O

2. ProstoTA C}(Fs9)

Gloéwne twierdzenie.
(1) Algebra C:(Fq) jest prosta,
(2) T jest jedynym stanem Sladowym na C:(Fy).

Glowne twierdzenie wynika natychmiast z nastepujacego:

Twierdzenie pomocnicze. Dla kazdego samosprzezonego x € CH(Fq) i dowolnego € > 0
istniejq elementy g1, ..., g, € Fy oraz liczby p, . .., 1, > 0 takie, Ze Y pu; =11

(2.1) (@)1 =Y M g)\(g:)"

< €.

Zaktadajac na razie prawdziwosé twierdzenia pomocniczego mozemy udowodni¢ gtowne
twierdzenie.

Dowdd gtdwnego twierdzenia. Niech J bedzie domknietym niezerowym ideatem w C¥(Fy)

i wybierzmy niezerowy y € J. Jako ze stan 7 jest wierny, mamy 7(y*y) > 0. Pol6zmy

r = my*y. Wtedy © € J, z = 2" i 7(x) = 1. Mozemy zatem uzy¢ twierdzenia

pomocniczego dla € = %, by otrzymac

= ||T(2)1 — Zﬂi)\(gi)ﬂﬂ(gi)* <3

H]l = Mgz (g:)"

dla pewnych ty,...,t, € Fyiliczb py, ..., p,. Ale element z = > u;A(g:)z\(g;)* nalezy do
J, a skoro || — z|| < 1, jest on odwracalny. Stad J = C;(Fy).

Teraz niech 6 bedzie stanem $ladowym na C!(FFy). Dla dowolnego samosprzezonego x €
C#(FFy) i e > 0 wybierzmy (zgodnie 7z twierdzeniem pomocniczym) elementy gy, ..., g, € Fy
i liczby juy, ..., py takie, ze Y p; = 11 zachodzi (2.1). Wtedy

) 06| = o)1 = S ndaer@)” )| < (ot = 3 pdladortay

W konsekwencji 6 = 7. O

<e.
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3. LEMATY

Lemat 1. Niech x € B(J) bedzie samosprzezony @ niech M C H bedzie domknictq
podprzestrzeniq takq, ze x. M+ C M . Niech p bedzie rzutem ortogonalnym na A4 . Wéwczas
dla kazdego v € € mamy

[ lz)| <zl (el + 2llpe (1 = p)el)).
Dowadd. Obliczamy
(@ lz)| = [((p+ (A = p))o|e(p+ (1 —p))v)]
= [{p|app) + (1 = p)v|zp) + (pv|x(1 — p)y) + (1 — p)¢b|x(1 — p)y)|
= |(p¢|lzpp) + 2Re (p|a(1 — p)) + (1 — p)¢p|a(1 — p)y)|.
Zauwazmy, ze wyraz (1 — p)|z(1 — p)u) jest rowny zero, gdyz .M+ C M, a wigc
[(W]z)| = |[(p]|zpy) + 2 Re (p| (1 — p)o)]
< [(po]zp)| + 2[{p| (1 — p)¥)]
<[zl lpel* + 2l [l (T = p)|.

Lemat 2. Niech sq,...,s, € Fo\ {e}. Wowczas istnieje r € Z takie, Ze stowa
(3.1) b s1b™", . b s b
w formie zredukowanej zaczynajq sie i koriczq niezerowq potegq b.

Dowdd. Dla s € Fy \ {e} niech I(s)oznacza potege b na poczatku stowa s (w formie zre-
dukowanej), a ry(s) niech oznacza potege b na koricu stowa s (przyklady: [,(b%ab) = 2,
l(ab?) = 0, Iy(b~3a) = =3, r,(a®V?) = 3, r(b*a®) = 0, ry(ab™?) = —2 itp.). Jesli s nie zaw-
iera niezerowej potegi a, czyli s = b” dla pewnego p € Z\ {0}, to dla kazdego r stowo b°tb~"
zaczyna sie 1 konczy niezerowa potega b (konkretnie b?). Z kolei jesli s zawiera niezerowa
potege a, to

Tak wiec wybierajac

r>max{—ly(s1),..., —lp(sm), rp(s1), -, ro(5m) }
otrzymujemy wykladnik r taki, ze stowa (3.1) zaczynaja sie i koricza niezerowa potega
b. O
Lemat 3. Niech x = Z(ai)\(si) —i—@)\(si)*), gdzie ay, ..., € Cisy, ..., s, € Fo\ {e}.
i=1
Wowczas istniejqg ty, ..., tag € Fy lakie, ze

< follll

20
3% Z A(tj)zA(t;)"
=0
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Dowod. Mamy oczywiscie x = z*. Z lematu 2. wiemy, ze istnieje r € Z takie, ze
b"sib™", .. b spb"
zaczynaja sie i koncza niezerowa potega b. Poloézmy
ti=al, j=1,...,20.

Wowczas dla kazdego i stowo t;s;t;' = a/b"s;b"a™7 zaczyna sie od o/, a koficzy na a7

Niech #; = {w € %”‘ supp? C {u|u zaczyna sie od aj}}. Woéwezas dla kazdego i
mamy A(t;sit; )4 C ;. Istotnie: dla ¢ € 4" wielkosé

(Atisit; ) (v) = (tys; 5 o)

moze by¢ niezerowa jedynie, gdy v = tjsitj’lw dla pewnego w niezaczynajacego sie od a’. W

szezegolnosei v musi zaczynac sie od a/. Analogicznie pokazujemy, ze )\(tjsitj_l)*//{jL C M.
W konsekwencji operator

i=1
Przeprowadza ,//z’jl w M.
Niech p; oznacza rzut ortogonalny na .#;. Zauwazmy, ze rzuty pi,...,Pp2o S3 parami
20
ortogonalne. Teraz niech y = 5 > A(t;)zA(t;)*. Aby wykazaé, ze |ly|| < 23||z|| wezmy
j=0

Y € A o normie 1. Mamy
20
> llpell? < 1l
=1
a wiec istnieje k € {1,...,20} takie, ze |[py)||*> < 55. Tak wice

[(W@lyw)| = |5 D WAL zAR) V)

j=1

< % lwlAt)art) v)]

20 ‘

< ST NWINE)EAEG) )] + o] @A E)zA ) )]
J#£k
< Bzl + S| Atr)zA(te) 0)).

Na mocy lematu 1. mamy

(A2 ) )| < M2l (el +2 ] | (1 = p)el])

<1

1
<35 <

5
o

|z

< llell (3 + 75) < 15!

M|
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Tak wiec dla dowolnego ¥ € 7 o normie 1 mamy

[(ly)] < Bllzll + 551 = Bj=]),
a skoro y = y*, mamy

lyll = sup [Wlyo)] < Gl

4. DOWOD TWIERDZENIA POMOCNICZEGO

Symbolem o/ oznaczmy klase odwzorowan ® : C*(Fy) — C#(IFy) postaci
i=1

dla pewnych ¢y,...,t, € Fo i pq,..., u, > 0 takich ze > u; = 1. Latwo sie przekonad, ze

e dla kazdego ® € &/ mamy ®(1) =1,

e wszystkie & € o/ sa odwzorowaniami dodatnimi (w szczegolnosci dla samosprzezo-
nego = € C*(IFy) operator ®(z) jest samosprzezony),

o wszystkie & € o7 sy kontrakcjami (a nawet || ®|| = 1),

e dla ®, Ve .o mamy oV € o/,

Dowdd twierdzenia pomocniczego. Na poczatek wezmy samosprzezony x € A(C[Fs]) (tj. =
jest kombinacja liniowa operatorow (1.2)) i ustalmy & > 0. Wiemy, ze 7(z) jest wspolczyn-
nikiem przy A(e) = 1, a zatem 7(z)1 — z mozemy zapisa¢ w postaci

m

(@)L — 2 =Y (@A(s:) +@A(s)"),

=1

gdzie ay,...,q,, € Ci sy, ..., s, € Fy\ {e}.
Na mocy lematu 3. istnieje ¥, € .o/ postaci

Ui (2) = 5 ZA(tj)z/\(tj)*, z € Ci(F2)

takie, ze
I(@)1 = Ci(@)[| = [ 01 (r(@)1 = 2) || < F[7(@)1 - =]
Teraz niech x; = 7(z)1 — Uy (x). Wtedy z; € /\(C[]Fg]), r1 = 21" 17(x1) = 0. Mozemy
zatem ponownie skorzysta¢ z lematu 3. by otrzymaé ¥y € of takie, ze
(@) = 0o (Vs (@))]| = [[ Lol < Fliall < (5) @)1 - 2]

Podobnie kladac xs = Wy(xy) otrzymujemy samosprzezony element zo € A(C[Fs]) o
Sladzie zero, a wiec istnieje W3 € of takie, ze

@) ® = s (Ua(Wa (2)) | = [[¥s(2)]| < Rllzall < (7) ()1 - 2]
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Kontynuujac te procedure otrzymujemy ciag (¥, ),en elementow of taki, ze dla
o, =V,0V, ;0---0Vy, neN
mamy
I @)1 = @, (2)]| < (35)"||7(2)1 ==,
Wybierajac N tak duze, ze (Z—)NHT(I) - x” < € otrzymujemy
HT(x)]l — Oy (2 H <,

przy czym

= Z 1A (gi)TA(gi)"

dla pewnych g1, ..., g, € Fy oraz liczb uy, ..., p, > 0 takich, ze > pu; = 1.

Teraz niech z bedzie dowolnym samosprzezonym elementem C*(Fs). Wowczas istnieje
samosprzezony y € A(C[Fy]) taki, ze ||z —y|| < 5. Dalej, na mocy pierwszej czesci dowodu
istnieja g1, ..., gn € Fy i liczby uy dotsc, p, > 0 takie, ze > pu; =11

)1 — iﬂi)\<gi)y)\(g’i>*H <3

i=1

Oznaczajac
= Zui)\(gi)Z)\(gi)*> z € G (Fy)

szacujemy

|7(2)1 = @@)[| < 7)1 = 71| + |71 = ()| + [|(y) — (@) < §+5+5=¢



