
PROSTOTA C∗
r
(F2)

Abstrakt. Omawiamy dowód prostoty zredukowanej C∗-algebry grupowej grupy wolnej
o dwóch generatorach z pracy Robert T. Powers: Simplicity of the C∗-algebra associated
with the free group on two generators. Duke Math. J. 42 (1975), 151�156.

1. Grupa wolna o dwóch generatorach i algebra C∗
r
(F2)

Generatory grupy wolnej b¦dziemy oznacza¢ literami a i b. elementami F2 s¡ sªowa,
tj. wyra»enia postaci

(1.1) an1bm1an2bm2 · · · anrbmr ,

gdzie r ∈ N = {1, 2, . . . } i n1, . . . , nr,m1, . . . ,mr ∈ Z oraz sªowo puste, które b¦dziemy oz-
nacza¢ symbolem e. Powiemy, »e sªowo (1.1) jest w postaci zredukowanej, je±li n2, . . . , nr 6=
0 i m1, . . . ,mr−1 6= 0.
Niech H = `2(F2) i rozwa»my lew¡ regularn¡ reprezentacj¦ λ : F2 → B(H )(

λ(t)ψ
)
(s) = ψ(t−1s), ψ ∈H , t, s ∈ F2.

Jest to oczywi±cie reprezentacja unitarna. Odwzorowanie λ rozszerza si¦ do ∗-reprezentacji
algebry grupowej grupy F2:

C[F2] 3
∑

αiti 7−→
∑

αiλ(ti) ∈ B(H ).

Symbolem C∗
r
(F2) oznaczamy domkni¦cie obrazu tej reprezentacji, tj. C∗-algebr¦ opera-

torów na H generowan¡ przez

(1.2)
{
λ(t)

∣∣ t ∈ F2

}
.

De�niujemy stan τ na C∗r(F2) kªad¡c

τ(x) = 〈δe xδe〉 , x ∈ C∗r(F2).

Stwierdzenie. Stan τ jest ±ladowy i wierny.

Dowód. �atwo si¦ przekona¢, »e dla operatora x b¦d¡cego kombinacj¡ liniow¡ elementów
ukªadu (1.2) (tj. x ∈ λ(C[F2])) warto±¢ τ(x) jest równa wspóªczynnikowi przy λ(e) = 1.
St¡d je±li

x =
n∑
i=1

αiλ(ti), y =
m∑
j=1

βjλ(si).

gdzie
S =

{
(i, j)

∣∣ tisj = e
}
, S ′ =

{
(j, i)

∣∣ sjti = e
}
.

Oczywi±cie (i, j) ∈ S wtedy i tylko wtedy, gdy (j, i) ∈ S ′, a wi¦c

(1.3) τ(xy) = τ(yx).
1
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Stan τ jest ci¡gªym odwzorowaniem C∗
r
(F2) → C, a zbiór λ

(
C[F2]

)
jest g¦sty w C∗

r
(F2) i

mno»enie jest operacj¡ ci¡gª¡. St¡d otrzymujemy (1.3) dla wszystkich x, y ∈ C∗
r
(F2).

Przejd¹my teraz do dowodu wierno±ci τ . Niech x ∈ C∗
r
(F2) speªnia τ(x∗x) = 0. Wówczas

z nierówno±ci Schwarza dla τ otrzymujemy∣∣τ(y1
∗xy2)

∣∣ =
∣∣τ(y2y1

∗x)
∣∣ =

∣∣τ((y2y2∗)∗x)∣∣ ≤ τ
(
(y2y2

∗)∗(y2y2
∗)
)
τ(x∗x) = 0,

a wi¦c

〈y1δe xy2δe〉 = 0, y1, y2 ∈ C∗
r
(F2),

a poniewa» zbiór
{
yδe
∣∣ y ∈ C∗

r
(F2)

}
jest g¦sty w H , otrzymujemy x = 0. �

2. Prostota C∗
r
(F2)

Gªówne twierdzenie.

(1) Algebra C∗
r
(F2) jest prosta,

(2) τ jest jedynym stanem ±ladowym na C∗
r
(F2).

Gªówne twierdzenie wynika natychmiast z nast¦puj¡cego:

Twierdzenie pomocnicze. Dla ka»dego samosprz¦»onego x ∈ C∗
r
(F2) i dowolnego ε > 0

istniej¡ elementy g1, . . . , gn ∈ F2 oraz liczby µ1, . . . , µn > 0 takie, »e
∑
µi = 1 i

(2.1)

∥∥∥∥τ(x)1−
∑

µiλ(gi)xλ(gi)
∗
∥∥∥∥ < ε.

Zakªadaj¡c na razie prawdziwo±¢ twierdzenia pomocniczego mo»emy udowodni¢ gªówne
twierdzenie.

Dowód gªównego twierdzenia. Niech J b¦dzie domkni¦tym niezerowym ideaªem w C∗
r
(F2)

i wybierzmy niezerowy y ∈ J. Jako »e stan τ jest wierny, mamy τ(y∗y) > 0. Poªó»my
x = 1

τ(y∗y)
y∗y. Wtedy x ∈ J, x = x∗ i τ(x) = 1. Mo»emy zatem u»y¢ twierdzenia

pomocniczego dla ε = 1
2
, by otrzyma¢∥∥∥∥1−∑µiλ(gi)xλ(gi)

∗
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥τ(x)1−
∑

µiλ(gi)xλ(gi)
∗
∥∥∥∥ < 1

2
.

dla pewnych t1, . . . , tn ∈ F2 i liczb µ1, . . . , µn. Ale element z =
∑
µiλ(gi)xλ(gi)

∗ nale»y do
J, a skoro ‖1− z‖ < 1

2
, jest on odwracalny. St¡d J = C∗

r
(F2).

Teraz niech θ b¦dzie stanem ±ladowym na C∗
r
(F2). Dla dowolnego samosprz¦»onego x ∈

C∗
r
(F2) i ε > 0 wybierzmy (zgodnie z twierdzeniem pomocniczym) elementy g1, . . . , gn ∈ F2

i liczby µ1, . . . , µn takie, »e
∑
µi = 1 i zachodzi (2.1). Wtedy∣∣τ(x)− θ(x)

∣∣ =

∣∣∣∣θ(τ(x)1−
∑

µiλ(gi)xλ(gi)
∗
)∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥τ(x)1−

∑
µiλ(gi)xλ(gi)

∗
∥∥∥∥ < ε.

W konsekwencji θ = τ . �
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3. Lematy

Lemat 1. Niech x ∈ B(H ) b¦dzie samosprz¦»ony i niech M ⊂ H b¦dzie domkni¦t¡

podprzestrzeni¡ tak¡, »e xM⊥ ⊂M . Niech p b¦dzie rzutem ortogonalnym na M . Wówczas

dla ka»dego ψ ∈H mamy∣∣〈ψ xψ〉
∣∣ ≤ ‖x‖(‖pψ‖2 + 2‖pψ‖‖(1− p)ψ‖

)
.

Dowód. Obliczamy∣∣〈ψ xψ〉
∣∣ =

∣∣〈(p+ (1− p)
)
ψ x

(
p+ (1− p)

)
ψ
〉∣∣

=
∣∣〈pψ xpψ〉+ 〈(1− p)ψ xpψ〉+ 〈pψ x(1− p)ψ〉+ 〈(1− p)ψ x(1− p)ψ〉

∣∣
=
∣∣〈pψ xpψ〉+ 2 Re 〈pψ x(1− p)ψ〉+ 〈(1− p)ψ x(1− p)ψ〉

∣∣.
Zauwa»my, »e wyraz 〈(1− p)ψ x(1− p)ψ〉 jest równy zero, gdy» xM⊥ ⊂M , a wi¦c∣∣〈ψ xψ〉

∣∣ =
∣∣〈pψ xpψ〉+ 2 Re 〈pψ x(1− p)ψ〉

∣∣
≤
∣∣〈pψ xpψ〉

∣∣+ 2
∣∣〈pψ x(1− p)ψ〉

∣∣
≤ ‖x‖‖pψ‖2 + 2‖x‖‖pψ‖‖(1− p)ψ‖.

�

Lemat 2. Niech s1, . . . , sm ∈ F2 \ {e}. Wówczas istnieje r ∈ Z takie, »e sªowa

(3.1) brs1b
−r, . . . , brsmb

−r

w formie zredukowanej zaczynaj¡ si¦ i ko«cz¡ niezerow¡ pot¦g¡ b.

Dowód. Dla s ∈ F2 \ {e} niech lb(s)oznacza pot¦g¦ b na pocz¡tku sªowa s (w formie zre-
dukowanej), a rb(s) niech oznacza pot¦g¦ b na ko«cu sªowa s (przykªady: lb(b

2ab) = 2,
lb(ab

2) = 0, lb(b
−3a) = −3, rb(a

2b3) = 3, rb(b
2a3) = 0, rb(ab

−2) = −2 itp.). Je±li s nie zaw-
iera niezerowej pot¦gi a, czyli s = bp dla pewnego p ∈ Z\{0}, to dla ka»dego r sªowo bstb−r
zaczyna si¦ i ko«czy niezerow¡ pot¦ga b (konkretnie bp). Z kolei je±li s zawiera niezerow¡
pot¦g¦ a, to

lb(b
stb−r) = lb(s) + r,

rb(b
rsb−r) = rb(s)− r.

Tak wi¦c wybieraj¡c

r > max
{
−lb(s1), . . . ,−lb(sm), rb(s1), . . . , rb(sm)

}
otrzymujemy wykªadnik r taki, »e sªowa (3.1) zaczynaj¡ si¦ i ko«cz¡ niezerow¡ pot¦g¡
b. �

Lemat 3. Niech x =
m∑
i=1

(
αiλ(si) +αiλ(si)

∗), gdzie α1, . . . , αm ∈ C i s1, . . . , sm ∈ F2 \ {e}.

Wówczas istniej¡ t1, . . . , t20 ∈ F2 takie, »e∥∥∥∥ 1
20

20∑
j=0

λ(tj)xλ(tj)
∗
∥∥∥∥ ≤ 39

40
‖x‖.
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Dowód. Mamy oczywi±cie x = x∗. Z lematu 2. wiemy, »e istnieje r ∈ Z takie, »e

brs1b
−r, . . . , brsmb

−r

zaczynaj¡ si¦ i ko«cz¡ niezerow¡ pot¦g¡ b. Poªó»my

tj = ajbr, j = 1, . . . , 20.

Wówczas dla ka»dego i sªowo tjsit
−1
j = ajbrsib

−ra−j zaczyna si¦ od aj, a ko«czy na a−j.

Niech Mj =
{
ψ ∈ H

∣∣ suppψ ⊂ {u |u zaczyna si¦ od aj}
}
. Wówczas dla ka»dego i

mamy λ(tjsit
−1
j )M⊥

j ⊂Mj. Istotnie: dla ψ ∈M⊥
j wielko±¢(

λ(tjsit
−1
j )ψ

)
(v) = ψ(tjs

−1
i t−1j v)

mo»e by¢ niezerowa jedynie, gdy v = tjsit
−1
j w dla pewnego w niezaczynaj¡cego si¦ od aj. W

szczególno±ci v musi zaczyna¢ si¦ od aj. Analogicznie pokazujemy, »e λ(tjsit
−1
j )∗M⊥

j ⊂Mj.
W konsekwencji operator

λ(tj)xλ(tj)
∗ =

m∑
i=1

(
αiλ(tjsit

−1
j ) + αiλ(tjsit

−1
j )∗

)
Przeprowadza M⊥

j w Mj.
Niech pj oznacza rzut ortogonalny na Mj. Zauwa»my, »e rzuty p1, . . . , p20 s¡ parami

ortogonalne. Teraz niech y = 1
20

20∑
j=0

λ(tj)xλ(tj)
∗. Aby wykaza¢, »e ‖y‖ ≤ 39

40
‖x‖ we¹my

ψ ∈H o normie 1. Mamy
20∑
j=1

‖pjψ‖2 ≤ ‖ψ‖2,

a wi¦c istnieje k ∈ {1, . . . , 20} takie, »e ‖pkψ‖2 ≤ 1
20
. Tak wi¦c∣∣〈ψ yψ〉

∣∣ =

∣∣∣∣ 120 20∑
j=1

〈ψ λ(tj)xλ(tj)
∗ψ〉
∣∣∣∣

≤ 1
20

20∑
j=1

∣∣〈ψ λ(tj)xλ(tj)
∗ψ〉
∣∣

≤ 1
20

∑
j 6=k

∣∣〈ψ λ(tj)xλ(tj)
∗ψ〉
∣∣+ 1

20

∣∣〈ψ λ(tk)xλ(tk)
∗ψ〉
∣∣

≤ 19
20
‖x‖+ 1

20

∣∣〈ψ λ(tk)xλ(tk)
∗ψ〉
∣∣.

Na mocy lematu 1. mamy∣∣〈ψ λ(tk)xλ(tk)
∗ψ〉
∣∣ ≤ ‖x‖(‖pkψ‖2︸ ︷︷ ︸

≤ 1
20

+2 ‖pkψ‖︸ ︷︷ ︸
≤ 1√

20

‖(1− pk)ψ‖︸ ︷︷ ︸
≤1

)
≤ ‖x‖

(
1
20

+ 2√
20

)
< ‖x‖

2
.



PROSTOTA C∗
r(F2) 5

Tak wi¦c dla dowolnego ψ ∈H o normie 1 mamy∣∣〈ψ yψ〉
∣∣ ≤ 19

20
‖x‖+ 1

20
‖x‖
2

= 39
40
‖x‖,

a skoro y = y∗, mamy

‖y‖ = sup
‖ψ‖=1

∣∣〈ψ yψ〉
∣∣ ≤ 39

40
‖x‖.

�

4. Dowód twierdzenia pomocniczego

Symbolem A oznaczmy klas¦ odwzorowa« Φ : C∗
r
(F2)→ C∗

r
(F2) postaci

Φ(x) =
n∑
i=1

µiλ(ti)xλ(ti)
∗, x ∈ C∗

r
(F2)

dla pewnych t1, . . . , tn ∈ F2 i µ1, . . . , µn > 0 takich »e
∑
µi = 1. �atwo si¦ przekona¢, »e

• dla ka»dego Φ ∈ A mamy Φ(1) = 1,
• wszystkie Φ ∈ A s¡ odwzorowaniami dodatnimi (w szczególno±ci dla samosprz¦»o-
nego x ∈ C∗

r
(F2) operator Φ(x) jest samosprz¦»ony),

• wszystkie Φ ∈ A s¡ kontrakcjami (a nawet ‖Φ‖ = 1),
• dla Φ,Ψ ∈ A mamy Φ ◦Ψ ∈ A .

Dowód twierdzenia pomocniczego. Na pocz¡tek we¹my samosprz¦»ony x ∈ λ(C[F2]) (tj. x
jest kombinacj¡ liniow¡ operatorów (1.2)) i ustalmy ε > 0. Wiemy, »e τ(x) jest wspóªczyn-
nikiem przy λ(e) = 1, a zatem τ(x)1− x mo»emy zapisa¢ w postaci

τ(x)1− x =
m∑
i=1

(
αiλ(si) + αiλ(si)

∗),
gdzie α1, . . . , αm ∈ C i s1, . . . , sm ∈ F2 \ {e}.
Na mocy lematu 3. istnieje Ψ1 ∈ A postaci

Ψ1(z) = 1
20

20∑
j=1

λ(tj)zλ(tj)
∗, z ∈ C∗

r
(F2)

takie, »e ∥∥τ(x)1−Ψ1(x)
∥∥ =

∥∥Ψ1

(
τ(x)1− x

)∥∥ ≤ 39
40

∥∥τ(x)1− x
∥∥.

Teraz niech x1 = τ(x)1 − Ψ1(x). Wtedy x1 ∈ λ(C[F2]), x1 = x1
∗ i τ(x1) = 0. Mo»emy

zatem ponownie skorzysta¢ z lematu 3. by otrzyma¢ Ψ2 ∈ A takie, »e∥∥τ(x)1−Ψ2

(
Ψ1(x)

)∥∥ =
∥∥Ψ2(x1)

∥∥ ≤ 39
40
‖x1‖ ≤

(
39
40

)2∥∥τ(x)1− x
∥∥.

Podobnie kªad¡c x2 = Ψ2(x1) otrzymujemy samosprz¦»ony element x2 ∈ λ(C[F2]) o
±ladzie zero, a wi¦c istnieje Ψ3 ∈ A takie, »e∥∥τ(x)1−Ψ3

(
Ψ2(Ψ1(x))

)∥∥ =
∥∥Ψ3(x2)

∥∥ ≤ 39
40
‖x2‖ ≤

(
39
40

)3∥∥τ(x)1− x
∥∥.
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Kontynuuj¡c t¦ procedur¦ otrzymujemy ci¡g (Ψn)n∈N elementów A taki, »e dla

Φn = Ψn ◦Ψn−1 ◦ · · · ◦Ψ1, n ∈ N
mamy ∥∥τ(x)1− Φn(x)

∥∥ ≤ (39
40

)n∥∥τ(x)1− x
∥∥.

Wybieraj¡c N tak du»e, »e
(
39
40

)N∥∥τ(x)1− x
∥∥ < ε otrzymujemy∥∥τ(x)1− ΦN(x)

∥∥ < ε,

przy czym

ΦN(x) =
n∑
i=1

µiλ(gi)xλ(gi)
∗

dla pewnych g1, . . . , gn ∈ F2 oraz liczb µ1, . . . , µn > 0 takich, »e
∑
µi = 1.

Teraz niech x b¦dzie dowolnym samosprz¦»onym elementem C∗
r
(F2). Wówczas istnieje

samosprz¦»ony y ∈ λ(C[F2]) taki, »e ‖x− y‖ < ε
3
. Dalej, na mocy pierwszej cz¦±ci dowodu

istniej¡ g1, . . . , gn ∈ F2 i liczby µ1 dotsc, µn > 0 takie, »e
∑
µi = 1 i∥∥∥∥τ(y)1−

n∑
i=1

µiλ(gi)yλ(gi)
∗
∥∥∥∥ < ε

3
.

Oznaczaj¡c

Φ(z) =
n∑
i=1

µiλ(gi)zλ(gi)
∗, z ∈ C∗

r
(F2)

szacujemy∥∥τ(x)1− Φ(x)
∥∥ ≤ ‖τ(x)1− τ(y)1

∥∥+
∥∥τ(y)1− Φ(y)

∥∥+
∥∥Φ(y)− Φ(x)

∥∥ < ε
3

+ ε
3

+ ε
3

= ε.

�


